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Summarz

ihe plotting of observations on probability paper
- The mathematical foundation of" probability paper for a

2 a A 5 1 ; — - p y
variate with cumulative distribution funCtioan[&ﬂiﬁile eX -
plained as well as its purpose.

To plot the observations it is necessary to use an estimate
of ,fVQF»,;nf being the ; o order statlstic in the sample.

Several methods are described and compared, and a new one
Ls developed, having the property that with a very good appro-
xlmation the medians of z are situated on a straight line.

The derivations are given separately in an appendix.



1. Inleiding.

.1 o
Is x een normaal verdeelde stochastische grootheid )' met
gemiddelde /,4 en spreiding o, waarvan

t' €~ é-‘.‘)
( 1 ) / X / [ i j o" m /. tw- a4

de verdelingsfunctie voorstelt, dan heeft de meetkundige plaats
van de punten (x F (x) ) op gewoon millimeterpapier uitgezet
een gedaante als in figuur
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Fig. 1. Normale verdelingsfunctle op gewoon grafiekenpapler

Door transformatie van de verticale schaal kan men gedaan
krijgen, dat deze kromme lijn (voor iedere Moen o ) in een
rechte 1ijn overgaat. Deze transformatie bestaat daaruit, dat
men op de verticale schaal bij het punt met ordinaat 5/ als
nieuwe ordinaat ¢ het getal @/jj zet, waarin g§ de verdelings-

<

functie van de gestandaardlseerde normale verdeling voorstelt:

(2) _@ Q"/f‘“ 5;}“ e ol <
Daar
Fox)= Plx s xj)= FrEsit ¢ M) @ (2L

is, is de bij "= /~/x) behorende waarde van ¢ gelljk aan 228
De meetkundige plaats ven de punten (x,y') met j/; = F (x/ wordt
dus op de oorspronkelil jke lineairey-ﬂsohaal de meetkundige

1) Onderstreping geeft aan, dat de desbetreffende grootheid sto-
chastisch is, d.w.z. een waarschijnlijkheldsverdeling bezit.



plaats der punten (x,%%) , hetgeen een rechte lijn is. Hierbij
is dan u de abscls van het punt met ordinaathyﬁmzéh terwijl
1/a de richtingsco&ffici&nt van de lijn is.

Behalve dit normale waarschijnlijkheidspapier kan men op
analoge wijze, uitgaande van een willekeurige verdelingsfunctie
/7133‘waarschijnlijkheidspapier vervaardigen, waarop verdelings-
functies van het type Ffaxx+3) (met o« en /3 parameters) door ceu
rechte 1ijn worden voorgesteld. Ook is het b.v. mogelijk waar-
schi jnli jkheidspapier te maken, behorende bij verdelingen van
het type Fre m“ﬁ) , door de ene schaal logarithmisch te trans-
formeren en de andere volgens /f/x/ Hetzelfde geldt trouwens
voor verdelingen van het type F/}M&x?‘:ﬂy , waarin }0 een wille-
Keurige monotone functle 1is; de ene schaal wordt dan volgens o
en de andere volgens / getransformeerd.

De beschouwingen van de volgende paragrafen gelden alle

voor 1leder van deze soorten waarschignlijkheidspapier.

2. Het doel van waarschijnlijkheidspapier.
Waarschijgnli jkheidspapier kan o.a. gebrulkt worden om on
grond van een gegeven steekproef x,,..., X, op snelle wijze ec.

schatting van de beide parameters Hoen o te verkrljgen, in-
dien men de vorm der waarschijnlijkheidsverdeling van x ken.,
of' om een visuele indruk te krijgen ter beantwoording van dc
vraag, of deze grootheid x een verdeling van het beschouwde
type bezit.

In belde gevallen zal men de waarnemingen X005 X, 0Op het
waarschijnli jkheidspapier uit moeten zetten. Dit kan nu op ver-
schillende manieren geschieden. De moeili jkheid zit dzarin, d=t
van leder der punten (x., F(x,)), die op het waarschijnlijkheids -
papler uitgezet precies op een rechte 1lijn zouden liggen, allee..
de coBrdinaat X, bekend is, terwiJl /F/x/onbekend is, daar yz
en ¢ nlet bekend zljn. Men gebruikt daarom in plaats van /‘ﬂ’i
zelf een schatting van /£ (x.) en hiervoor kan men verschillende
functies gebruiken.

Enkele
Wij zullen in het volgende onderstellen, dat de waarnemin-
gen  JC,..., 2 genummerd zijn volgens opklimmende grootte, terwi .
er geen gelljke waarnemingen zijn (bij een continue verdeling

it

van x 1s de kans op gelijke waarnemingen gelijk aan 0), zodat wij

WSy,

dus hebben

cangbare methoden.

(3) ‘ xj<)(2<..*<xn~
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maar nu juist andersom, geldt voor & (zie (6)), daar

£~ T L - o , n s/
T Al > .;V_? + O, &/ VOOP - - - Py
't jl-?(/ 7 0 3 “ -
en andersom voor £ 8 - . Deze wijze van ultzetten leidlU cus

tot een onderschatting van ¢ in meer dan de helft der gevallen
en eveneens tot _§ -~-bochten, maar nu in de andere richting.

"“'f-

" Gebrulkt men nu echter

3 (L) o =93
(13) Wa’“ ( )9, >

. * ¢ -0, 3
dan bestaan deze bezwaren niet, daar de punten.(sz,,H$a¢JVOOT

iedere ¢ ongeveer even vaak boven als onder de gezochte 1ijn
zullen liggen.

Het bovenstaande wordt geillustreerd door fig. 2. Daarin
stelt de rechte 1lijn de verdelingsfunctic Lya,ﬁfﬁ) voor (men
moet de figuur dus op waarschijnlijkheidspapier getekend denken),

zy*stelt de mediaan van L, en.)g*die van ¥ voor. Het punt
(Qfﬁh%ﬁw ligt op deé rechte yﬁfﬁﬁ&)(zie ogk opmerking 2 hicr-
onder) en het punt(ﬁfa,ggul dat een waarschijnli jkheidsverdeling
op de 1lijn ¢ = /%) bezit, ligt op deze 1lijn even vaak links als

rechts van dit punt.
p

4= F(x)
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Flg. 2. Drie methoden voor het ultzetten van waarnemingen on
waarschljnli jkheidspapier.

In de flguur ziet men, dat het punt (<., ¥% f‘f«)) even vaak

links wvan (“F yﬁ(hb)als rechts daarvan komt te liggen en dus
vaker boven Y- %) dan daaronder ligt en omgekeerd voor ¥, 0
HetT in de figuur getekende punt <& ligt links vanwif , terw1j1

toch (Aﬂgaj@zﬁJg)nog onder de lijn ligt in plaats van erboven.
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De exacte waarden van Yoo de mediaan van Y, , kan men vin-
S A

den met behulp van tabellen van de onvolledlge béta-functie (b.v.
C.M.THOMPSON | € |).

De benaderingsformule (11) leiden we als volgt af: voor

ledere waarde van de verdelingsfunctiehjr geldt de volgende ¢ -
trekking:

r D

Qo= (Wy - = 1 - ) L)yt G- =y L (W) v 0-y)'s /=S,

k= K= Ke Xy ~{ +]

d.w.z. indien de waarnemingen niet naar opklimmende maar naar
dalende grootte gerangschikt worden, dan wordt ¢ doorin+wmdj &
door ;Ljf en.qﬂdoor hfg vervangen. Het ligt voor de hand ook

van ¢ te verlangen dat aan deze symmetrierelatie voldaan is,
d.w.z. dat geldt:

y]{f@;/ — f?yffyzhﬁ’f"'iﬂ) .

Hieraan wordt door ¢« en -, nlet voldaan, maar wel door

de overige in het voorgaande genoemde functies =y
*
Is nu 52 de mediaan van ¢ , zodat

Gy I, .

dan 1s dus

el

X
('165) [ — 'S; S (f“”ifLw): 71 )

X >
dus /-¢, is de mediaan van Ynwio )

W1J schrijven %f%nu als

W

o

I

* -~ (( .. » :
(17) 5 Mgy (v en & zign functies van < en » )

Uit (16) en (17) volgt de relatie

/ "‘_:;'__fl oA b A
R v+b 7 TR
en hieruit volgt
(18) H--2a
Formule (17) gaat hierdoor over in
By .
N & 4
( 19) 3(? — _.:...f..’..\.w

terwijJl « nog zou moeten voldoen aan de betrekking

_ -,
E(ixn)(ft—ff :’.mj (/"h-,a/.._zcx = 2,

waarvoor wlj ook kunnen schrijven




De ¢z , die aan deze betrekking voldoet, kan weer gevonder
worden met behulp van tabellen van de onvolledige béta-functic,
en deze Z hangt uiteraard zowel van ¢ als van . af. Wij zoeken
nu een constante als benadering voor < , die voor iedere ¢ en -~

voldoende nauwkeurig is voor practisch gebruik en nemen daoir-
toe in het linkerlid de limiet voor .2 .. o=

Lo

! {JL'-.- a:) L el
‘et, %3 E —— f - =

, . , K _ "
L N b l -t -
- W
- (t-2) 2""" (- a)
¢ ~ 1
Kz O 2

Peze limiet stellen wij nu gelijk aan 3.
Dit betekent dus, dat wij een Poisson-verdeling zoeken, met
gemliddelde L -0 en mecdiaan ¢ . Voor iledere waarde van ¢ kunnen
Wij nu, met behulp van een tabel van Poisson-verdelingen (Dh.
E.C.MOLINA [5]) de bijbehorende waarden van a bepalen. Het rc--

sultaal hiervan vindt men in tabel T.

1 10,307 |
> 0,321
30,326
bk 0,328
5 0,329

10 0,331

50 0,332

100 . 0,333

2w 7 7 -
Daar wij een vaste waarde voor a willen gebruiken en daar

VOOYr (. / en l=n de b1ljbehorende punten (-«‘r‘,; ) 5,9(%.)) gewoonliJk de

grootste afwijkingen van de rechte 1ijn vertonen,.
daarbij behorende waarde

al'ronden.

kKlezen we de
van @, dilie wij voor het gemak op 0, 3

Om de 1nvloed van de boven gebruikte limietovergang voor

1 2o na te gaan, hebben wlj voor <=# en Voor enkele kleine

*aard@n van 1 de exact waarde van C ‘ (nﬂ..zm) met & = O, 3 b@paajﬁu'ﬁ

precles juist was, gelijk aan 3 zou moeten zin



De resultaten, samengevat in tabel II, zijn gunstlg.

Tabel TITI .

Exacte wa

s — iyrial ;
Y

Ten slotte hebben wij, voor h = 10 en n. = 15, de waarden

e — i

vergeleken met de exacte medianen, die uit de tabel [5

i |

&

bepaald kunnen wordcn en blj gebruik waarvan voor iedere ¢ de
Kans, dat het punt /¥, “7W?z} boven de rechte 1ijn komt te lig-
gen, precies gelijk aan 4 zou zijn (maar die niet door een con-
stante @ weergegeven kunnen worden). Deze waarden bleken vrij-
wel steeds tot in drie decimalen overeen te stemmen, terwijl
het verschil voor geen enkele ¢ meer dan 1% bedroeg. Hierult
kunnen wilj dus concluderen, dat de benadering voor practische

N
{...c“\ D

doeleinden ruim voldoende is en dat men door deazyunten(ﬂﬁfUTT?v?
op waarschijnli jkheidspapier ult te zetten bereikt, dat ieder
der punten gelijke kans bezit om boven of onder de gezochte

lijn te komen - liggen.
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